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½Îáîáùåíèå“ íà òåîðèÿ èëè äàæå ñàìî íà ïîíÿòèå èãðàå
âàæíà ðîëÿ â ðàçâèòèåòî íà ìàòåìàòèêàòà. ½Öÿëîñòíîòî ðàç-
âèòèå íà ìàòåìàòèêàòà ñëåäâà ïúòÿ íà íåïðåêúñíàòèòå îáîá-
ùåíèÿ“ ([5℄). Åäíî îáîáùåíèå ïðåäîñòàâÿ íîâè ñòàðòîâè ïîçè-
öèè çà ïî-íàòàòúøíè îáîáùåíèÿ, à ïîñëåäîâàòåëíèòå îáîáùå-
íèÿ óñêîðÿâàò ðàçâèòèåòî íà ìàòåìàòèêàòà. Îáîáùåíèÿòà ñà
ìíîãî âàæíà ÷àñò îò ìàòåìàòè÷åñêèòå èçñëåäâàíèÿ.
Îò ãëåäíà òî÷êà íà ìàòåìàòè÷åñêîòî îáðàçîâàíèå îñîáåíî
âàæíî å äà ñå ñúçäàâà ñðåäà, â êîÿòî ó÷åíèöèòå, ñëåäâàéêè
îáîáùåíèå íà åäíî ïîíÿòèå, â ðàìêèòå íà òåõíèòå âúçìîæ-
íîñòè äà êîíñòðóèðàò íîâà òåîðèÿ. Åäíî äîáðå îðãàíèçèðàíî
îáîáùåíèå ðàçøèðÿâà êðúãîçîðà íà ó÷åíèöèòå çà îáõâàùàíå íà
ïîíÿòèÿòà îò ðàçëè÷íè ñòðàíè è ïîäïîìàãà ïî-çàäúëáî÷åíîòî
èì óñâîÿâàíå. Îò òàçè ïîçèöèÿ ïðåäëàãàìå íîâà ìåòîäîëîãèÿ
â ìàòåìàòè÷åñêîòî îáðàçîâàíèå, â îñíîâàòà íà êîÿòî å íîâî-
ñúçäàäåíàòà òåîðèÿ íà îáîáùåíèÿ àðáåëîñ. àçðàáîòâàíåòî íà
òåîðèÿòà íà îáîáùåíèÿ àðáåëîñ â n-êðàòíè ÷àñòè å åäèí ïúð-
âè÷åí ìîäåë â àáñòðàêòíàòà ìàòåìàòèêà, íî ðàçãëåæäàíèòå â
íåãî îáåêòè ñà êîíêðåòíè, íàïðèìåð ïðàâè è îêðúæíîñòè. Â
àáñòðàêòíèÿ ìîäåë êàòî êîíêðåòåí ïðèìåð çà òðàíñîðìàöèÿ
å âçåòà èíâåðñèÿòà, à ñ êîàêñèàëíà ñèñòåìà ñå èëþñòðèðà ïî-
íÿòèåòî ñåìåéñòâî (àìèëèÿ). Òàêà ìåòîäîëîãèÿòà èìà öåëåâà
ãðóïà, âêëþ÷âàùà ó÷åíèöè îò ãîðíèÿ êóðñ ñ îðèåíòàöèÿ êúì
ïðîåñèÿ îò èçñëåäîâàòåëñêèòå ïðîèëè â ïðèðîäíèòå íàóêè è
ìàòåìàòèêàòà, êàêòî è ñòóäåíòè îò ïðèðîäîíàó÷íèòå ïðîèëè.
Àâòîðúò å ïðîâåë êðàòêà ëåêöèÿ çà ó÷åíèöè, íà îñíîâàòà íà
ðàçðàáîòåíàòà òåîðèÿ, êàêòî è ÷åòèðè öèêúëà ëåêöèè çà ñòó-
äåíòè. Ïîðàäè îáåìà ñè, ëåêöèÿòà çà ó÷åíèöè å îãðàíè÷åíà äî
âúâåæäàùà ÷àñò è îáÿñíåíèå íà ðàìêàòà íà òåîðèÿòà, êàòî ñà
ïðèâåäåíè ïðèìåðè. Íåçàâèñèìî îò òîâà, íÿêîè îò èäåèòå è
òðàêòîâêèòå ñå îêàçàõà èíòåðåñíè çà ó÷åíèöèòå è ìíîãî îò òÿõ
ñå ìîòèâèðàõà çà ïî-íàòàòúøíè çàíèìàíèÿ ñ ìàòåìàòèêà. Òî-
âà áåøå óñòàíîâåíî îò ñïîäåëåíèòå âïå÷àòëåíèÿ íà ó÷åíèöèòå â
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ïðîâåäåíèòå ñëåä ëåêöèèòå àíêåòè. Âàæíà çàäà÷à, ïðåñëåäâàíà
ñ ëåêöèèòå, áåøå ïîâèøàâàíåòî íà èíòåðåñà êúì ãåîìåòðèÿòà
è ìîòèâèðàíåòî íà ó÷åíèöèòå çà äîïúëíèòåëíî èçó÷àâàíå íà
ãåîìåòðèÿòà ïî íà÷èí, ðàçëè÷åí îò èçãðàäåíèòå èì âå÷å ñòåðå-
îòèïè.
åçóëòàòè îò àíêåòèòå






силно съгласие частично съгласие
нито съгласие, нито несъгласие





Öåëèòå íà âòîðèÿ è òðåòèÿ öèêúë ëåêöèè áÿõà:
• ñòóäåíòèòå äà îñìèñëÿò ïîíÿòèåòî òðàíñîðìàöèÿ íà è-
ãóðè, îñîáåíî èíâåðñèÿ è äà ñå ïðèëàãà â ðåøàâàíåòî íà çàäà÷è;
• ñòóäåíòèòå äà îñìèñëÿò îáîáùåíèåòî íà àðáåëîñà ñ àðõè-
ìåäîâè äâîéêè äî àðáåëîñ â êðàòíè ÷àñòè;
• ñòóäåíòèòå äà ïîëó÷àò íîâè ðåçóëòàòè.
Åòî è ñúäúðæàíèåòî íà ëåêöèèòå.
7
Ëåêöèÿ 1. Êðàòúê òåñò, âúâåäåíèå è ïðåäâàðèòåëíè
ñâåäåíèÿ.
Âêëþ÷åíè ñà: èñòîðè÷åñêè ñâåäåíèÿ çà çàäà÷àòà çà àðáåëîñà,
âêëþ÷èòåëíî òåîðåìàòà íà Ïàï; îòêðèòèòå íàñêîðî àðõèìåäîâè
îêðúæíîñòè; îñíîâíè ñâîéñòâà íà èíâåðñèÿòà.
Ëåêöèÿ 2. Óïðàæíåíèÿ âúðõó èíâåðñèÿ è äîêàçàòåë-
ñòâî íà òåîðåìàòà íà Ïàï.
Ñòóäåíòèòå ñå óïðàæíÿâàò äà ÷åðòàÿò îáðàçà íà èãóðà ïðè
èíâåðñèÿ. Êàòî ïðèëîæåíèå äîêàçâàò òåîðåìàòà íà Ïàï.
Ëåêöèÿ 3. Ïðåñìÿòàíå íà ïàðàìåòðèòå íà îáðàçèòå
íà ïðàâà è îêðúæíîñò ïðè èíâåðñèÿ.
åøàâàò ñå çàäà÷è çà èçðàçÿâàíå íà ïàðàìåòðèòå íà îáðàçèòå
íà ïðàâà è îêðúæíîñò ïðè èíâåðñèÿ. Êàòî ïðèëîæåíèå ñòóäåí-
òèòå äîêàçâàò òåîðåìàòà íà Áàíêîâ çà òðåòàòà îêðúæíîñò.
Ëåêöèÿ 4. Ïðåñìÿòàíå íà ðàäèóñèòå íà äâîéêàòà àð-
õèìåäîâè îêðúæíîñòè-áëèçíàöè.
åøàâàò ñå çàäà÷è çà ïðåñìÿòàíå íà ðàäèóñèòå íà äâåòå àðõè-
ìåäîâè îêðúæíîñòè-áëèçíàöè, êàòî ïúðâà ñòúïêà â îáîáùåíèÿ
àðáåëîñ; ïðåñìÿòàíåòî íà äâóêðàòíè ÷àñòè ñå äàâà êàòî ïðè-
ëîæåíèå íà èíâåðñèÿòà. Ñòóäåíòèòå óñòàíîâÿâàò åäíàêâîñò íà
äâåòå àðõèìåäîâè îêðúæíîñòè-áëèçíàöè.
Ëåêöèÿ 5. Ïðèëîæåíèå íà èíâåðñèÿòà â çàäà÷è ñàí-
ãàêó.
åøàâàò ñå çàäà÷è ñàíãàêó, êúäåòî èíâåðñèÿòà äàâà ñúùåñòâå-
íè ïðåäèìñòâà.
Ëåêöèÿ 6. Îáîáùåíà òåîðåìà íà Øîõ.
Â ëåêöèÿòà ïîñëåäîâàòåëíî ñå âúðâè êúì äîêàçàòåëñòâîòî íà
îáîáùåíèå íà òåîðåìàòà íà Øîõ, êúäåòî àðáåëîñúò å îò òàíãåí-
öèàëåí òèï (îáèêíîâåí àðáåëîñ). Ïúðâî ñå ðàçãëåæäàò çàäà÷è
îò [17℄ çà îêðúæíîñò íà Øîõ è àðõèìåäîâà îêðúæíîñò. Ñëåä
òîâà ñå ïîñòàâÿ çàäà÷à çà îáîáùàâàíå íà ðåçóëòàòèòå.
Ëåêöèÿ 7. Òðèêðàòåí àðáåëîñ.
Öåëòà íà ëåêöèÿòà å äà ñå íàìåðÿò óñëîâèÿ çà ðàçäåëÿíå íà
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îáè÷àéíèÿ àðáåëîñ íà òðèêðàòåí è äà ñå ïðåñìåòíàò ðàäèóñèòå
íà àðõèìåäîâèòå îêðúæíîñòè â òðèêðàòíèÿ àðáåëîñ. Âìåñòî
äà ðåøàâàò çàäà÷àòà êàêòî â ïðåäíàòà ëåêöèÿ, íà ñòóäåíòèòå
ñå ïîäñêàçâà äà èçïîëçâàò ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñèÿ.
Ëåêöèÿ 8. n-êðàòåí àðáåëîñ.
Öåëòà íà ëåêöèÿòà å äà ñå îáîáùÿò ðåçóëòàòèòå îò ëåêöèÿ 7.
Ìåòîäúò îò ëåêöèÿ 7 å äîñòàòú÷íî îáù, êîåòî óëåñíÿâà îáîá-
ùåíèÿòà. Âñè÷êè ñòóäåíòè ñå ñïðàâÿò.
Ñëåä öèêúëà ëåêöèè ñòóäåíòèòå íàìåðèõà íîâî ñåìåéñòâî
àðõèìåäîâè îêðúæíîñòè, îïèñàíî â ñëåäíàòà òåîðåìà, â äîêà-
çàòåëñòâîòî íà êîÿòî ñå èçïîëçâà èíâåðñèÿ([4℄).
Òåîðåìà. Íåêà α, β è γ ñà îêðúæíîñòè ñúîòâåòíî ñ
ðàäèóñè a, b è g, îðìèðàùè (îáè÷àåí) àðáåëîñ. Íåêà α′
è β′ ñà îêðúæíîñòè, ñúîòâåòíî ñ ðàäèóñè a′ è b′, âúíø-
íî äîïèðàùè ñå â òî÷êàòà íà äîïèðàíå íà α è β. Òîãàâà
ñàíäâè÷-îêðúæíîñòòà â α′ è β′, êîÿòî å îðòîãîíàëíà íà γ, å















Öåëòà íà ÷åòâúðòèÿ öèêúë ëåêöèè áåøå
• äà ñå îñìèñëè ïîíÿòèåòî êîàêñèàëíà ñèñòåìà;
• äà ñå âíèêíå â ïðîöåñà íà îáîáùåíèå íà àðáåëîñà äî îáîá-
ùåí àðáåëîñ è äà ñå îòêðèÿò èíâàðèàíòè ïðè òîçè ïðîöåñ;
• äà ñå îðìóëèðàò íîâè çàäà÷è.
Ñúäúðæàíèåòî íà ëåêöèèòå îò òîçè öèêúë áåøå ñëåäíîòî.
Ëåêöèÿ 1. Êðàòúê òåñò, âúâåäåíèå è ïðèäâàðèòåëíè
ñâåäåíèÿ.
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Âúâåæäàíå íà îáîáùåíèÿ àðáåëîñ, êàòî ñå èçïîëçâàò èãóðè
ñàíãàêó; îñíîâíè ñâîéñòâà íà êîàêñèàëíà ñèñòåìà.
Ëåêöèÿ 2. Èçó÷àâàíå íà êîàêñèàëíà ñèñòåìà.
Êàíîíè÷íà îðìà íà êîàêñèàëíà ñèñòåìà è êëàñèèêàöèÿ íà
òàçè îñíîâà íà êîàêñèàëíèòå ñèñòåìè. Åäíà îò öåëèòå å ñòóäåí-
òèòå äà óñâîÿò êàíîíè÷íàòà îðìà ÷ðåç óïðàæíåíèÿ.
Ëåêöèÿ 3. Îáîáùåíèÿ íà àðõèìåäîâè îêðúæíîñòè-
áëèçíàöè â ïðåñåêàòåëåí òèï.
Öåëòà íà ëåêöèÿòà å äà ñå èçðàçÿò ðàäèóñèòå íà àðõèìåäîâèòå
îêðúæíîñòè â 2-êðàòíè ÷àñòè â îáîáùåí àðáåëîñ îò ïðåñåêà-
òåëåí òèï ñ 2 èíâàðèàíòè. Ïúðâàòà èíâàðèàíòà å ðàäèóñúò íà
âúíøíàòà îêðúæíîñò; êëþ÷îâèÿò âúïðîñ å äà ñå íàìåðè âòî-
ðàòà èíâàðèàíòà.
Ëåêöèÿ 4. Îáîáùåíèÿ íà àðõèìåäîâè îêðúæíîñòè-
áëèçíàöè â íåïðåñåêàòåëåí òèï.
Öåëòà íà ëåêöèÿòà å äà ñå èçðàçÿò ðàäèóñèòå íà àðõèìåäîâèòå
îêðúæíîñòè â 2-êðàòíè ÷àñòè â îáîáùåí àðáåëîñ îò íåïðåñåêà-
òåëåí òèï ñ 2 èíâàðèàíòè. Êëþ÷îâèÿò âúïðîñ â òîçè ñëó÷àé å
äà ñå îñìèñëè âòîðàòà èíâàðèàíòà. Ïîÿâÿâà ñå ïîíÿòèåòî ½ðà-
äèêàëíà îêðúæíîñò“, êîåòî å öåíòðàëíî çà òàçè òåîðèÿ.
Ëåêöèÿ 5. Àðõèìåäîâà îêðúæíîñò â 1-êðàòíà ÷àñò â
îáîáùåí àðáåëîñ.
Öåëòà íà ëåêöèÿòà å äà ñå èçðàçè ðàäèóñúò íà àðõèìåäîâà îê-
ðúæíîñò â 1-êðàòíà ÷àñò ñúñ ñúùèòå èíâàðèàíòè, êàêòî â ïðåä-
íàòà ëåêöèÿ. Âàæíî å äà ñå îòáåëåæè, ÷å âúâ âñåêè îò ñëó÷àèòå
èçðàçèòå ñà ïîäîáíè.
Ëåêöèÿ 6. Àðõèìåäîâà îêðúæíîñò â 4-êðàòíè ÷àñòè
â îáîáùåí àðáåëîñ.
Öåëòà íà ëåêöèÿòà å äà ñå èçðàçè ðàäèóñúò íà àðõèìåäîâà îê-
ðúæíîñò â 4-êðàòíà ÷àñò ñúñ ñúùèòå èíâàðèàíòè. åçóëàòèòå,
ïîëó÷åíè â ëåêöèè 3-6, ñå îáåäèíÿâàò ñ èçïîëçâàíåòî íà ðà-
äèóñà íà âúíøíàòà îêðúæíîñò è íà ðàäèêàëíàòà îêðúæíîñò.
åøàâàéêè çàäà÷èòå â òåçè ëåêöèè, ñòóäåíòèòå îñúçíàâàò âàæ-
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íîñòòà íà ðàäèêàëíàòà îêðúæíîñò.
Ëåêöèÿ 7. Ïðèëîæåíèå íà îáîáùåí àðáåëîñ îò ïðå-
ñåêàòåëåí òèï â çàäà÷è ñàíãàêó.
Íà ñòóäåíòèòå ñà äàäåíè çàäà÷è ñàíãàêó, îòíàñÿùè ñå äî îáîá-
ùåí àðáåëîñ îò ïðåñåêàòåëåí òèï, âêëþ÷âàùè ïðèìåðè 1.3.6 è
1.3.9.
Ëåêöèÿ 8. Ïðèëîæåíèå íà îáîáùåí àðáåëîñ îò íåï-
ðåñåêàòåëåí òèï â çàäà÷è ñàíãàêó.
Êàòî óïðàæíåíèå ñà äàäåíè çàäà÷è ñàíãàêó, îòíàñÿùè ñå
äî îáîáùåí àðáåëîñ îò íåïðåñåêàòåëåí òèï, âêëþ÷åí ïðèìåð
1.3.12.
Ëåêöèÿ 9. Âåðèãà íà Ùàéíåð; åäíî ïðèëîæåíèå íà
èíâåðñèÿ è êîàêñèàëíà ñèñòåìà.
Òåìà íà ëåêöèÿòà å äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìàòà íà Ùàéíåð. Òî
ñå ïðàâè êàòî ïðèëîæåíèå íà èíâåðñèÿ è êîàêñèàëíà ñèñòåìà.
Ñòóäåíòèòå ñå ñïðàâÿò ñ äîêàçàòåëñòâîòî, íåçàâèñèìî, ÷å íå å
ñâúðçàíî ñ òåîðèÿòà íà îáîáùåíèÿ àðáåëîñ.
Ïî âðåìå íà ëåêöèèòå ñòóäåíòèòå îòêðèâàò ñëåäíèÿ àêò.
Ñúîòíîøåíèåòî ìåæäó a è g íà èãóðàòà îò ïðèìåð 1.3.6
å ñúùîòî, êàêòî â ïðèìåð 1.3.9. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å òðèòå îê-
ðúæíîñòè Cj â ïðèìåð 1.3.6 ñà åäíàêâè, òî÷íî êîãàòî øåñòòå
îêðúæíîñòè Cj â ïðèìåð 1.3.9 ñà åäíàêâè.
Íåùî ïîâå÷å, ñòóäåíòèòå ñúñòàâÿò íîâè çàäà÷è çà îáîáùåí
àðáåëîñ îò íåïðåñåêàòåëåí òèï â 1-êðàòíà ÷àñò. Îáîáùåíèÿò
àðáåëîñ, êîéòî ñå ïîÿâÿâà â åäíà îò òÿõ, å ñúùèÿò, êàêòî â
ïðèìåð 1.3.12.
Ïúðâèÿò öèêúë ëåêöèè áåøå êîìáèíèðàíå íà ëåêöèèòå îò
äàäåíèòå ïî-ãîðå òðè öèêúëà.
Âúâ âòîðèÿ è òðåòèÿ öèêúë ëåêöèè ñòóäåíòèòå ñå íàó÷è-
õà äà ðàçøèðÿâàò ïîíÿòèåòî àðõèìåäîâè îêðúæíîñòè-áëèçíàöè
äî àðõèìåäîâè îêðúæíîñòè â n-êðàòíè ÷àñòè ïî àëãåáðè÷åí
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ïúò, èçïîëçâàéêè ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñèÿ. Êàòî ðåçóëòàò ñòó-
äåíòèòå ñàìè îòêðèâàõà íîâè àðõèìåäîâè îêðúæíîñòè.
Â òðåòèÿ öèêúë ëåêöèè ñòóäåíòèòå ñå çàïîçíàõà ñ ïðîöå-
ñà íà îáîáùàâàíå íà ïîíÿòèåòî àðáåëîñ â îáîáùåí àðáåëîñ îò
ãëåäíà òî÷êà íà ½ðàäèêàëíà îêðúæíîñò“. Ïî âðåìå íà ëåêöèèòå
òå îòêðèõà èíòåðåñíî ñâîéñòâî, ñâúðçâàéêè äâå èãóðè, ïîÿâÿ-
âàùè ñå îòäåëíî â çàäà÷è ñàíãàêó. Íåùî ïîâå÷å, òå óñïÿõà äà
ñúñòàâÿò íîâè çàäà÷è çà ïàêåòèðàíå íà îêðúæíîñòè ïî àíàëîã
íà çàäà÷è ñàíãàêó.
Îñíîâåí èíñòðóìåíò ïðè êîíñòðóèðàíå íà òåîðèÿòà â ëåê-
öèèòå áåøå ½èíâåðñèÿ“, à îñíîâíî ïîíÿòèå, íà êîåòî ñå èçãðàæ-
äàøå òåîðèÿòà, áåøå ½êîàêñèàëíà ñèñòåìà“. Ïî âðåìå íà ëåêöè-
èòå ñòóäåíòèòå ñòàíàõà äîñòà ñðú÷íè â áîðàâåíåòî ñ èíâåðñèÿ
êàòî ñðåäñòâî çà äîêàçàòåëñòâà; òàçè äåéíîñò ðàçâè òÿõíàòà
èíòóèöèÿ ïðè ðàáîòàòà ñ ãåîìåòðè÷íè îáåêòè. Òå ñå çàïîçíàõà
îòáëèçî ñ ïîíÿòèåòî ½êîàêñèàëíà ñèñòåìà“, êàòî åäíî îò ìíî-
ãîòî ìàòåìàòè÷åñêè ïîíÿòèÿ, ïîçâîëÿâàùè ðàçãëåæäàíåòî íà
åäèí îáåêò íå êàòî èçîëèðàí, à âúâ âçàèìîâðúçêàòà ìó ñ äðóãè
îáåêòè.
Ëåêöèèòå áÿõà îðãàíèçèðàíè êàòî íà ñòóäåíòèòå ñå äàâà-
õà îñíîâíè îáÿñíåíèÿ, ñëåä êîåòî òå òðÿáâàøå äà ðåøàâàò çà-
äà÷è. Â ðàçëè÷åí êîíòåêñò, êàòî óïðàæíåíèÿ áÿõà âêëþ÷âàíè
çàäà÷è îò Âàñàí ãåîìåòðèÿòà. îëÿìà ÷àñò îò Âàñàí çàäà÷èòå
ïîäïîìàãàò ñòóäåíòèòå â óñâîÿâàíå íà òåîðèÿòà è ååêòèâíîòî
èçïîëçâàíå íà ìàòåìàòè÷åñêèÿ èíñòðóìåíòàðèóì.
Íàøåòî óáåæäåíèå å, ÷å åäèí ååêòèâåí ìåòîä â ìàòåìà-
òè÷åñêîòî îáðàçîâàíèå å ïðåïîäàâàíå, ïðè êîåòî ñå îáîáùàâà
ïîäõîäÿùà òåîðèÿ èëè ïîíÿòèå, êàòî òîâà ñòàâà ñòúïêà ïî ñòúï-
êà. Òàêà ñå ðàçâèâà èíòóèöèÿòà íà ñòóäåíòèòå, ïîäîáðÿâàò ñå
âúçìîæíîñòèòå èì äà ñå èçðàçÿâàò, äà îðìèðàò òÿõíà ãëåäíà
òî÷êà è ñå ìîòèâèðàò äà ó÷àò ïîâå÷å. Ñ÷èòàìå, ÷å åäèí äî-
áúð ìåòîäè÷åñêè ìàòåðèàë çà òàêîâà ïðåïîäàâàíå å òåîðèÿòà
çà îáîáùàâàíå íà àðáåëîñà äî îáîáùåí àðáåëîñ â n-êðàòíè ÷àñ-
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òè.
Ôèãóðèòå, îòêðèòè â òåîðèÿòà íà îáîáùåíèÿ àðáåëîñ, ìîãàò
äà ñå ïðèëàãàò ñúùî è â îáó÷åíèåòî ïî èíîðìàòèêà. Òåîðåòè÷-
íèòå ðåçóëòàòè ïðåäîñòàâÿò ìíîãî ìàòåðèàë çà ïðîãðàìèðàíå.
Ùå ïîêàæåì íÿêîè ïðèìåðè íà àíèìàöèÿ, ïðîãðàìèðàíè íà
Java, êúäåòî ñà èçïîëçâàíè òåçè ìàòåðèàëè. Òå ñå îñíîâàâàò íà
òåîðåìèòå îò òåîðèÿòà, à âàðèðàéêè óñëîâèÿòà, ñå èëþñòðèðà è
ñìèñúëúò íà òåîðåìèòå. Âñÿêî îò çàäàíèÿòà çà ïðîãðàìèðàíå å
âúçëàãàíî íà ñòóäåíòè îò Òåõíîëîãè÷íèÿ èíñòèòóò â Ìàåáàøè
êàòî òåìà íà äèïëîìíà ðàáîòà.
1. Àíèìàöèÿ íà îáîáùåíà îêðúæíîñò íà Øîõ.
Ïðèìåðúò ñå îñíîâàâà íà òåîðåìà 2.2.3. Îêðúæíîñòòà C(m,n)
ñå äâèæè íåïðåêúñíàòî ïî âúíøíàòà ïîëóîêðúæíîñò, ïðè êîåòî
ðåàëíèòå ÷èñëà m è n óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèåòî 1/m+1/n = 1.
2. Àíèìàöèÿ íà îáîáùåíè îêðúæíîñòè íà Ïîâåð.
Ïðèìåðúò ñå îñíîâàâà íà òåîðåìà 2.2.10.
3. Àíèìàöèÿ íà àðõèìåäîâà îêðúæíîñò, ìèíàâàùà ïðåç
èêñèðàíà òî÷êà.
Ïðèìåðúò ñå îñíîâàâà íà òåîðåìà 2.2.9.
4. Àíèìàöèÿ íà àðõèìåäîâè îêðúæíîñòè-áëèçíàöè â àðáå-
ëîñ.
Ïðèìåðúò ñå îñíîâàâà íà òåîðåìè 2.3.4 è 2.3.6.
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5. Àíèìàöèÿ íà âïèñàíè âåðèãè îò îêðúæíîñòè.
Ïðèìåðúò ñå îñíîâàâà íà òåîðåìà 2.1.9. Äâåòå âåðèãè ñà ïîêà-
çàíè åäíîâðåìåííî íà åäèí ïðîçîðåö, îòðàçåíè îò äèàìåòúð íà
âúíøíàòà îêðúæíîñò. Òàêà å âèçóàëèçèðàíî ñëåäñòâèå 2.1.5.
6. Àíèìàöèÿ íà äâîéêà îêðúæíîñòè íà Ïîâåð.
Ïðèìåðúò ñå îñíîâàâà íà òåîðåìà 2.2.11.
7. Àíèìàöèÿ íà îáèêíîâåíà àðõèìåäîâà îêðúæíîñò.
Ïðèìåðúò ñå îñíîâàâà íà ñëåäíàòà òåîðåìà.
Òåîðåìà 4.6.1. Íåêà òðèòå îêðúæíîñòè α, β è γ îáðàçó-
âàò îáèêíîâåí àðáåëîñ. Çà ïðîèçâîëíà òî÷êà D, íåëåæàùà íà
ïðàâàòà AB, ðàçãëåæäàìå òî÷êè P è Q, ëåæàùè ñúîòâåòíî
íà îòñå÷êèòå AD è BD, òàêà ÷å òî÷êèòå O, P , D è Q ñà
âúðõîâå íà óñïîðåäíèê. Íåêà P ′ è Q′ ñà òî÷êè îò îòñå÷êàòà
OD, òàêèâà ÷å ïðàâèòå PP ′ è QQ′ ñà óñïîðåäíè íà AB. Òîãàâà
îêðúæíîñòèòå ñ äèàìåòðè PP ′ è QQ′ ñà àðõèìåäîâè îêðúæ-
íîñòè. Àêî òî÷êàòà D ëåæè íà γ, òî P ëåæè íà α, Q ëåæè
íà β è òî÷êèòå O, P , D è Q ñà âúðõîâå íà ïðàâîúãúëíèê.
Òî÷êàòà D ìîæå äà ñå èçáåðå ïîèçâîëíî ñ öúêàíå ñ ìèøêàòà
è äà ñå âëà÷è ñâîáîäíî. Àðõèìåäîâèòå îêðúæíîñòè ìîãàò äà
áúäàò ðàçïîëîæåíè â ïðîèçâîëíî ïîëîæåíèå.
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8. Àíèìàöèÿ íà àðõèìåäîâè îêðúæíîñòè â îáîáùåí àðáå-
ëîñ.
Ïðèìåðúò ñå îñíîâàâà íà òåîðåìà 2.2.1. Îêðúæíîñòèòå-
áëèçíàöè ñå äâèæàò íåïðåêúñíàòî ïî âúíøíàòà îêðúæíîñò, äî-
êàòî ðàäèêàëíàòà îñ ñå äâèæè ïî àáñöèñíàòà îñ. Íåîáõîäèìèòå
äàííè ñå ïîëó÷àâàò îò äâå êîíöåíòðè÷íè îêðúæíîñòè (âúíø-
íàòà îêðúæíîñò íà åäèí àðáåëîñ è ðàäèêàëíàòà îêðúæíîñò).
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9. Àíèìàöèÿ íà íåàðõèìåäîâè îêðúæíîñòè-áëèçíàöè.
Ïðèìåðúò ñå îñíîâàâà íà òåîðåìè 2.3.9, 2.3.10 è 2.3.11. Òî÷-
êàòà J ñå ìåñòè ñâîáîäíî ñ ìèøêàòà. Îêðúæíîñòèòå-áëèçíàöè
ñå äâèæàò íåïðåêúñíàòî, êîãàòî J ñå ìåñòè. Â çàâèñèìîñò îò
ïîëîæåíèåòî íà J ñå èçïîëçâàò ðàçëè÷íè ïðåñìÿòàíèÿ.
Êàêòî áåøå îòáåëÿçàíî, âúâ âñåêè îò ïðèìåðèòå, áàçèðàù
ñå íà òåîðèÿòà íà îáîáùåíèÿ àðáåëîñ, îò ñòóäåíòèòå, êîèòî ïðà-
âåõà ñúîòâåòíàòà ïðîãðàìà, ñå èçèñêâàõà ðàçëè÷íè íîâè èäåè
è ïîõâàòè. Çà äà ìåíÿò ðàäèóñà íà âúòðåøíàòà îêðúæíîñò íà
åäèí àðáåëîñ ïðè èêñèðàíà âúíøíà îêðúæíîñò, ñòóäåíòèòå
òðÿáâàøå äà ñúñòàâÿò íîâè óíêöèè çà ÷åðòàíå íà ïðàâà è äà
ïîñòðîÿâàò îêðúæíîñòè â îòíîñèòåëíè êîîðäèíàòè. Òå òðÿáâà-
øå äà âúâåäàò ðàçëè÷íè ïàðàìåòðè, çà äà äâèæàò ñ ïîñòîÿí-
íà ñêîðîñò àðõèìåäîâà îêðúæíîñò ïî äàäåíà îêðúæíîñò, ðàç-
ðåøàâàéêè ïîëîæåíèåòî íà îêðúæíîñòèòå ñòúïêà ïî ñòúïêà.
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Åäíà îò öåëèòå, êîèòî èì ñå ïîñòàâÿõà, áåøå äà îíàãëåäÿò çíà-
÷åíèåòî íà ñúîòâåòíèòå òåîðåìè è ñâîéñòâàòà íà èãóðèòå ñ
ïîäõîäÿùà àíèìàöèÿ. Çà òàçè öåë ñå èçèñêâàò èäåè. Â ïðîöå-
ñà íà îñúçíàâàíåòî íà òåçè èäåè ñòóäåíòèòå ïîäîáðèõà çíà÷è-
òåëíî óìåíèÿòà ñè â ïðîãðàìèðàíåòî. Òîâà ïîêàçâàò ïðîãðà-
ìèòå îò ïðèâåäåíèòå ïðèìåðè. Ïðîãðàìèðàíåòî ïîìàãàøå íà
ñòóäåíòèòå äà âíèêâàò ïî-äúëáîêî â ìàòåìàòè÷åñêàòà òåîðèÿ.
Òå èìàõà îñíîâíè ïîçíàíèÿ ïî Java, íî íå áÿõà ñïåöèàëèñòè
ïî ìàòåìàòèêà. Ïî÷òè âñè÷êè çàïî÷íàõà äà èçó÷àâàò îñíîâè-
òå íà òåîðèÿòà íà àðáåëîñà, êîãàòî ïîäõâàùàõà äèïëîìíèòå ñè
ðàáîòè. Çà êðàòêî âðåìå âñåêè ñòóäåíò òðÿáâàøå äà ãè óñâîè,
à ñúùî äà ñå çàäúëáî÷è â ñïåöèàëíèÿ âúïðîñ, êîéòî ìó áåøå
äàäåí çà ïðîãðàìèðàíå. Ïîêðàé òîâà, âúâ âñÿêî çàäàíèå èìà-
øå è ìíîãî äåòàéëè, èçèñêâàùè îòäåëíè ïðåñìÿòàíèÿ, íàïðè-
ìåð, ïîñòðîÿâàíå íà èãóðàòà íà ïîäõîäÿùî ìÿñòî íà åêðàíà è
ïëàâíîòî è ïðèäâèæâàíå. Òàêèâà ïðåñìÿòàíèÿ íå ñå ïîÿâÿâàõà
íåïîñðåäñòâåíî â òåîðèÿòà, íî ìîæåõà äà áúäàò íàïðàâåíè ñëåä
ïî-çàäúëáî÷åíî âíèêâàíå â íåÿ. Íÿêîè ñòîéíîñòè, íåîáõîäèìè
çà ïðîãðàìèòå, áÿõà èçêëþ÷èòåëíî òðóäíè çà íåïîñðåäñòâåíî
ïðåñìÿòàíå, çàòîâà ñòóäåíòèòå òðÿáâàøå äà òúðñÿò äðóãè ïú-
òèùà çà ïðåñìÿòàíåòî èì, òàêà ÷å äà ñå ñúãëàñóâàò ñ äèçàéíà íà
ñúîòâåòíàòà ïðîãðàìà. Ïî âðåìå íà òîçè ïðîöèñ ñ ïîäõîäÿùè
ñúâåòè ñòóäåíòèòå äîñòèãàõà äî ïî-äúëáîêî ðàçáèðàíå íà òåî-
ðèÿòà. Çà ñòóäåíòè ñ íà÷àëíè ïîçíàíèÿ â ïðîãðàìèðàíåòî òîâà
áåøå ååêòèâåí íà÷èí çà îáó÷åíèå åäíîâðåìåííî â ïðîãðàìèðà-
íåòî è ãåîìåòðèÿòà: äà ñå íàïðàâè êîìïþòúðíà ïðîãðàìà, êàòî
ñå èçó÷è íîâà ãåîìåòðè÷íà òåîðèÿ è ñå òðåòèðàò íîâè îáåêòè,
ïîÿâÿâàùè ñå â òåîðèÿòà. Òåîðèÿòà íà îáîáùåíèÿ àðáåëîñ ïðå-
äîñòàâÿ äîáúð ìàòåðèàë â òàçè íàñîêà.
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Ïî-äîëó ùå î÷åðòàåì êîíòóðà íà òåîðèÿòà íà îáîáùåíèÿ
àðáåëîñ, êîÿòî å â îñíîâàòà íà èçëîæåíèòå ìåòîäè.
Çà äàäåíà êîàêñèàëíà ñèñòåìà Φ è òî÷êà E âúðõó ïðàâà, ìè-
íàâàùà ïðåç öåíòðîâåòå íà îêðúæíîñòèòå îò Φ, äâîéêàòà (Φ, E)
ùå íàðè÷àìå êîàêñèàëíà ñèñòåìà ñ èêñèðàíà òî÷êà. Ùå îçíà-
÷àâàìå ñ L è L′ ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà îêðúæíîñòèòå, àêî Φ å îò
ïðåñåêàòåëåí òèï, ãðàíè÷íèòå òî÷êè íà Φ, àêî å îò íåïðåñåêà-
òåëåí òèï è äîïèðíàòà èì òî÷êà, àêî Φ å îò òàíãåíöèàëåí òèï
(â ïîñëåäíèÿ ñëó÷àé L = L′).
Îêðúæíîñòòà ε îò Φ ñ öåíòúð E ùå íàðè÷àìå ðàäèêàëíà
îêðúæíîñò íà êîàêñèàëíàòà ñèñòåìà ñ èêñèðàíà òî÷êà (Φ, E).
Òÿ ìîæå äà å ñúùî òî÷êà èëè ìíèìà îêðúæíîñò. Ùå êàçâàìå,
÷å (Φ, E) å îò ïîëîæèòåëåí, íóëåâ èëè îòðèöàòåëåí òèï, àêî ε å
ñúîòâåòíî äåéñòâèòåëíà îêðúæíîñò, òî÷êà èëè ìíèìà îêðúæ-
íîñò. Íåêà f å ïîëîæèòåëíî ÷èñëî, çà êîåòî f 2 = |EL| · |EL′|.
Òîãàâà ðàäèóñúò íà ε å: f , êîãàòî (Φ, E) å îò ïîëîæèòåëåí òèï;
0, àêî å îò íóëåâ òèï; fi, àêî å îò îòðèöàòåëåí òèï.
Ïî-íàòàòúê ùå ðàçãëåæäàìå êîîðäèíàòíà ñèñòåìà, íà êîÿòî
ïðàâàòà ïðåç öåíòðîâåòå íà îêðúæíîñòèòå îò Φ å àáñöèñíà îñ è
ðàäèêàëíàòà îñ íà Φ å îðäèíàòíà îñ. Òîãàâà âñÿêà îêðúæíîñò
îò êîàêñèàëíàòà ñèñòåìà Φ èìà óðàâíåíèå x2−2kx+ y2+ c =0,
êúäåòî ðåàëíîòî ÷èñëî k ñå îïðåäåëåíÿ åäíîçíà÷íî îò âñÿêà
îêðúæíîñò îò Φ, à ðåàëíîòî ÷èñëî c ñå îïðåäåëåíÿ åäíîçíà÷íî
îò êîàêñèàëíàòà ñèñòåìà Φ. Ùå îçíà÷àâàìå ñ Φc êîàêñèàëíà-
òà ñèñòåìà, ñúîòâåòíà íà ðåàëíîòî ÷èñëî c. Íåêà e å àáñöèñàòà
íà òî÷êàòà E. Òîãàâà êîàêñèàëíàòà ñèñòåìà ñ èêñèðàíà òî÷-
êà (Φc, E) å îò ïîëîæèòåëåí, íóëåâ èëè îòðèöàòåëåí òèï, àêî
e2 − c > 0, e2 − c = 0 èëè e2 − c < 0 ñúîòâåòíî.
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Îïðåäåëåíèå 2.1.1 Çà α ∈ Φc äåèíèðàìå µE(α), êàêòî
ñëåäâà:





e− a àêî α å îêðúæíîñò
0 àêî α å ðàäèêàëíàòà îñ ,




a− e−√e2 − c
a− e+√e2 − c àêî α å îêðúæíîñò
1 àêî α å ðàäèêàëíàòà îñ,





a− e+√c− e2i àêî α å îêðúæíîñò
1 àêî α å ðàäèêàëíàòà îñ,
Ñòîéíîñòòà íà a ñå îïðåäåëÿ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:
 àêî Φc å îò ïðåñåêàòåëåí òèï, òî a å àáñöèñàòà íà ïðåñå÷-
íàòà òî÷êà íà α ñ àáñöèñíàòà îñ, âúíøíà çà ε;
 àêî Φc å îò íåïðåñåêàòåëåí òèï, òî a å àáñöèñàòà íà ïðåñå÷-
íàòà òî÷êà íà α ñ àáñöèñíàòà îñ, ëåæàùà èçâúí îòñå÷êàòà
ñ êðàèùà ãðàíè÷íèòå òî÷êè;
 àêî Φc å îò òàíãåíöèàëåí òèï, òî a å àáñöèñàòà íà ïðåñå÷-
íàòà òî÷êà íà α ñ àáñöèñíàòà îñ, ðàçëè÷íà îò íà÷àëîòî.




µE(α) < µE(β) àêî e
2 − c ≥ 0
b′ < a′ àêî e2 − c < 0,
êúäåòî a′ (ñúîòâåòíî b′) å ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà α (ñúîòâåò-
íî β) ñ àáñöèñíàòà îñ, êîÿòî ëåæè ìåæäó ãðàíè÷íèòå òî÷êè.
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äåòî Aε å îòâîðåíîòî ìíîæåñòâî âúíøíî çà ε, ùå îçíà÷àâàìå
ñ S(α; β) è ùå ÿ íàðè÷àìå ñàíäâè÷-îáëàñò â α è β. Íåêà îñ-
âåí òîâà α, β * R2\Aε, îêðúæíîñòòà C ùå íàðè÷àìå ñàíäâè÷-
îêðúæíîñò â α è β, àêî ñå äîïèðà åäíîâðåìåííî äî α è β è
âúòðåøíîñòòà íà êðúãà è ñå ñúäúðæà â S(α; β).
Òåîðåìà 2.1.1 ([13℄,[18℄,[19℄) Íåêà C å ñàíäâè÷-îêðúæíîñò
â α è β è íåêà γ å îêðúæíîñò ñ öåíòúð E è ðàäèóñ g, ñúäúð-
æàùà ñå â Aε. Òîãàâà:
êîãàòî C ñå äîïèðà âúòðåøíî äî γ, ðàäèóñúò íà C å






e2 − c)µE(β)− (g −√e2 − c)µE(α)) , àêî e2 6= c,
g2 (µE(β)− µE(α))
2 (1 + g (µE(β)− µE(α))) , àêî e
2 = c;
êîãàòî C ïðåñè÷à îðòîãîíàëíî γ, ðàäèóñúò íà C å

(g2 − e2 + c) (µE(β)− µE(α))
2
√
e2 − c (µE(β) + µE(α))
, àêî e2 6= c,
1
2
g2 (µE(β)− µE(α)) , àêî e2 = c;
êîãàòî C ñå äîïèðà âúíøíî äî γ, ðàäèóñúò íà C å

(g2 − e2 + c) (µE(β)− µE(α))
2
(−(g −√e2 − c)µE(β)+(g +√e2 − c)µE(α)) , àêî e2 6= c,
g2 (µE(β)− µE(α))
2 (1− g (µE(β)− µE(α))) , àêî e
2 = c.
Ñåãà äà ðàçãëåäàìå òðè îêðúæíîñòè α, β è γ, òàêèâà ÷å
öåíòðîâåòå èì ñà êîëèíåàðíè, α è β ëåæàò âúòðå â γ è ñå äîïè-
ðàò äî γ â ðàçëè÷íè òî÷êè. Òàêàâà êîíèãóðàöèÿ ùå íàðè÷àìå
îáîáùåí àðáåëîñ, îáðàçóâàí îò α, β è γ. Ïî-íàòàòúê ñ Φc ùå
îòáåëÿçâàìå êîàêñèàëíà ñèñòåìà, ïîðîäåíà îò α è β, à ñ E 
öåíòúðà íà γ.
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Íåêà n å åñòåñòâåíî ÷èñëî è íåêà α1, α2, · · · , αn−1 ñà îêðúæ-
íîñòè îò êîàêñèàëíàòà ñèñòåìà Φc ñ α < α1 < · · · < αn−1 < β
âúâ (Φc, E). Êîíèãóðàöèÿòà {α = α0, α1, · · · , αn = β, γ} ùå
íàðè÷àìå îáîáùåí àðáåëîñ â n-êðàòíè ÷àñòè â ñëåäíèòå ñëó-
÷àè:
 àêî êîàêñèàëíàòà ñèñòåìà ñ èêñèðàíà òî÷êà (Φc, E) å
îò ïîëîæèòåëåí èëè îòðèöàòåëåí òèï è ðåäèöàòà µE(α0),
µE(α1), · · · , µE(αn) å ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñèÿ;
 àêî êîàêñèàëíàòà ñèñòåìà ñ èêñèðàíà òî÷êà å îò íóëåâ òèï
è ðåäèöàòà å àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ.
Ïî òåîðåìà 2.1.1 òåçè óñëîâèÿ ñà åêâèâàëåíòíè íà óñëîâèå-
òî ñàíäâè÷-îêðúæíîñòèòå αj−1 è αj âïèñàíè â γ äà ñà åäíàêâè.
Âñÿêà îò òåçè îêðúæíîñòè ùå íàðè÷àìå àðõèìåäîâà îêðúæ-
íîñò â n-êðàòíè ÷àñòè. Ñàíäâè÷-îêðúæíîñòèòå â αj−1 è αj,
êîèòî ñà îðòîãîíàëíè (ñúîòâåòíî âïèñàíè) â γ, ñà ñúùî åäíàê-
âè; ùå ãè íàðè÷àìå îðòîãîíàëíè (ñúîòâåòíî âïèñàíè) àðõèìå-
äîâè îêðúæíîñòè â n-êðàòíè ÷àñòè.
Íåêà {α = α0, α1, · · · , αn = β, γ} å îáîáùåí àðáåëîñ â n-
êðàòíè ÷àñòè è íåêà g å ðàäèóñúò íà γ.
Òåîðåìà 2.1.3. ([13℄,[18℄,[19℄) Íåêà e2 − c > 0. Òîãàâà ðà-
äèóñèòå íà àðõèìåäîâèòå îêðúæíîñòè â n-êðàòíè ÷àñòè ñà








(g + f)(g + f)
2
n − (g − f)(g − f) 2n
) .
àäèóñèòå íà îðòîãîíàëíèòå àðõèìåäîâè îêðúæíîñòè â n-
êðàòíè ÷àñòè ñà










n + (g − f) 2n
) .
àäèóñèòå íà âïèñàííèòå àðõèìåäîâè îêðúæíîñòè â n-
êðàòíè ÷àñòè ñà
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−(g − f)(g + f) 2n + (g + f)(g − f) 2n
) .
{µE(αj)}0≤j≤n å ((g + f)/(g − f))2/n. Ñåãà ðåçóëòàòúò ñëåäâà
îò òåîðåìà 2.1.1.
Òåîðåìà 2.1.5. ([13℄,[19℄) Íåêà e2−c = 0. Òîãàâà ðàäèóñèòå




àäèóñèòå íà îðòîãîíàëíèòå (ñúîòâåòíî âïèñàíèòå) àðõèìå-






Òåîðåìà 2.1.7 ([19℄) Íåêà e2 − c < 0. Çà η = Arg(g + fi)
èìàìå 0 < η ≤ pi
4
. Òîãàâà ðàäèóñèòå íà àðõèìåäîâèòå îêðúæ-
íîñòè â n-êðàòíè ÷àñòè ñà






















àäèóñèòå íà îðòîãîíàëíèòå àðõèìåäîâè îêðúæíîñòè â n-
êðàòíè ÷àñòè ñà


















àäèóñèòå íà âïèñàíèòå àðõèìåäîâè îêðúæíîñòè â n-êðàòíè
÷àñòè ñà









(− (g − fi) exp(2η
n




Íåêà αj, βj ∈ Φc, êàòî
··<α−n< · · ·<α−1<α1< · · ·<αn < ··
è
··<β−n< · · ·<β−1<β0<β1< · · ·<βn< ··.
Êîíèãóðàöèÿòà îò îêðúæíîñòè
{· · · , α−n, · · · , α−1, α1, · · · , αn, · · · , γ1, γ3, · · · , γ2n−1, · · · }
ùå íàðè÷àìå âïèñàíà âåðèãà îò íå÷åòåí òèï â îáîáùåíèÿ
àðáåëîñ, àêî α−1 = α, α1 = β, γ1 = γ è îêðúæíîñòèòå
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α−n, · · · , α−1, α1, · · · , αn, γ2n−1 îáðàçóâàò îáîáùåí àðáåëîñ â
(2n− 1)-êðàòíè ÷àñòè çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n.
Àíàëîãè÷íî ñå äåèíèðà âïèñàíàòà âåðèãà îò ÷åòåí òèï
{· · · , β−n, · · · , β−1, β0, β1, · · · , βn, · · · , γ2, γ4, · · · , γ2n, · · · },
êúäåòî β−1 = α, β0 å ðàäèêàëíà îñ, β1 = β and γ2 = γ.
Òåîðåìà 2.1.9. ([13℄,[18℄) Àêî îáîáùåíèÿò àðáåëîñ å îò
ïðåñåêàòåëåí èëè òàíãåíöèàëåí òèï, òî â íåãî ñúùåñòâóâàò
âïèñàíè âåðèãè îò äâàòà òèïà.
Ñëåäñòâèå 2.1.5. ([13℄,[18℄) γ2(2n−1) = γ2n−1, α−n = β−(2n−1)
è αn = β2n−1.
Âïèñàíè âåðèãè â ñìèñúëà íà ãîðíîòî îïðåäåëåíèå íå ñú-
ùåñòâóâàò â ñëó÷àÿ íà íåïðåñåêàòåëåí òèï, äîêîëêîòî âúíø-
íàòà îêðúæíîñò γn çà ãîëåìè n íå ñúäúðæà ãðàíè÷íà òî÷êà
íà êîàêñèàëíàòà ñèñòåìà. Âìåñòî òîâà ñúùåñòâóâà îãðàíè÷åíà
âåðèãà ñ êðàåí áðîé âúíøíè îêðúæíîñòè.
Òåîðåìà 2.1.10. ([19℄) Äàäåí å îáîáùåí àðáåëîñ îò íåïðå-
ñåêàòåëåí òèï. Íåêà m å áðîÿò íà âúíøíèòå îêðúæíîñòè â
îãðàíè÷åíà âïèñàíà âåðèãà, ñúäúðæàùè äâåòå ãðàíè÷íè òî÷êè.
Òîãàâà:
 àêî îáîáùåíèÿò àðáåëîñ å îò ïîëîæèòåëåí òèï, òî
2m− 1 ≤ log (|e|+ f)− log (|e| − f)
2 (log (g + f)− log (g − f)) (íå÷åòåí òèï)
2m ≤ log (|e|+ f)− log (|e| − f)
log (g + f)− log (g − f) (÷åòåí òèï);
 àêî îáîáùåíèÿò àðáåëîñ å îò íóëåâ òèï, òî
2m− 1 ≤ g
2|e| (íå÷åòåí òèï) 2m ≤
g
|e| (÷åòåí òèï);
 àêî îáîáùåíèÿò àðáåëîñ å îò îòðèöàòåëåí òèï, òî
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2m− 1 ≤ log (|e|+ fi)− log (|e| − fi)
2 (log (g + fi)− log (g − fi)) (íå÷åòåí òèï)
2m ≤ log (|e|+ fi)− log (|e| − fi)
log (g + fi)− log (g − fi) (÷åòåí òèï).
Ôèã. 1 Îãðàíè÷åíè âïèñàíè âåðèãè îò äâàòà òèïà â îáîá-
ùåí àðáåëîñ îò íåïðåñåêàòåëåí òèï.
Ñëåäñòâèå 2.1.6. ([19℄) γ2(2n−1) = γ2n−1, α−n = β−(2n−1) è
αn = β2n−1.
Ñëåäâàùèòå äâå òåîðåìè ñå îòíàñÿò çà îáè÷àéíèÿ àðáåëîñ.
Òåîðåìà 2.1.11. ([13℄) Âúâ âïèñàíà âåðèãà îò ÷åòåí òèï
çà âñÿêî åñòåñòâåíî n îáùàòà âúíøíà äîïèðàòåëíà êúì äâåòå
îêðúæíîñòè βn è β−n ñå äîïèðà äî îêðúæíîñòòà γ4n.
Òåîðåìà 2.1.12 ([13℄) Íåêà δ2n−1 å âïèñàíàòà îêðúæíîñò
â êðèâîëèíåéíèÿ òðèúãúëíèê, îáðàçóâàí îò îêðúæíîñòèòå α,
β è γ2n−1 è íåêà îêðúæíîñòòà BKn å îðòîãîíàëíà çà α, β
è δ2n−1. Íåêà ARn å âïèñàíàòà îêðúæíîñò â êðèâîëèíåéíèÿ
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òðèúãúëíèê, îáðàçóâàí îò îêðúæíîñòèòå βn, β0 è γ2n. Òîãà-
âà çà âñÿêî åñòåñòâåíî n äâåòå îêðúæíîñòè BKn è ARn ñà
åäíàêâè.
Òåîðåìà 2.1.12 îáîáùàâà ðåçóëòàòà çà îêðúæíîñòòà íà Áàí-
êîâ ([1℄). Òðåòàòà îêðúæíîñò íà Áàíêîâ å îêðúæíîñòòà BK1 îò
òàçè òåîðåìà.
Êàòî ïðèëîæåíèå íà òåçè ðåçóëòàòè ìîãàò äà ñå ïîñòðîÿ-
âàò ðàçëè÷íè ñåìåéñòâà àðõèìåäîâè îêðúæíîñòè. Äà ïðåäïî-
ëîæèì, ÷å îêðúæíîñòèòå α, β è γ îáðàçóâàò àðáåëîñ îò òàíãåí-
öèàëåí òèï (îáè÷àåí àðáåëîñ). Íåêà a è b ñà ðàäèóñèòå íà α è β
ñúîòâåòíî. àäèóñúò íà àðõèìåäîâèòå îêðúæíîñòè-áëèçíàöè å
rA = ab/(a + b). Îêðúæíîñò ñ ðàäèóñ rA íàðè÷àìå àðõèìåäîâà
îêðúæíîñò.
Çà j ∈ Z ðàçãëåæäàìå ñëåäíàòà êîíñòðóêöèÿ. Îêðúæíîñòè-
òå γj è εj ñà êîíöåíòðè÷íè ñúîòâåòíî ñ ðàäèóñè g è f , γj−1 è γj
ñå äîïèðàò âúíøíî è öåíòðîâåòå èì ñà êîëèíåàðíè. Îçíà÷àâà-
ìå äîïèðíàòà òî÷êà íà γj−1 è γj ñ P2j−1, à öåíòúðúò íà γj ñ P2j.
Íåêà γ0 = γ, P1 å äîïèðíàòà òî÷êà íà γ è α, P−1 å äîïèðíàòà
òî÷êà íà γ è β. àçãëåæäàìå êîîðäèíàòíà ñèñòåìà ñ àáñöèñíà
îñ ïðàâàòà ïðåç òî÷êèòå Pj è íà÷àëî â P0(= E). Îçíà÷àâàìå
ñ Φj,p êîàêñèàëíàòà ñèñòåìà, ïîðîäåíà îò εj è ïðàâàòà x = p.
Íåêà αj,p (ñúîòâåòíî βj,p) å îêðúæíîñò îò Φ
j,p
, âúòðåøíà çà γj
è äîïèðàùà ÿ â P2j+1 (ñúîòâåòíî â P2j−1); íåêà Crj,p (ñúîòâåòíî
Clj,p) ñà ñàíäâè÷-îêðúæíîñòè â αj,p è ïðàâàòà x = p (ñúîòâåòíî
ïðàâàòà x = p è βj,p) âïèñàíà â γj. Àíàëîãè÷íî, èçïîëçâàéêè îê-




, ìèíàâàùà ïðåç òî÷êàòà
P2j+3 (ñúîòâåòíî P2j−3) âìåñòî αj,p (ñúîòâåòíî βj,p), îïðåäåëÿ-
ìå ñàíäâè÷-îêðúæíîñò Cr,cj,p (ñúîòâåòíî Cl,cj,p), âïèñàíà â γj. Ñúùî
òàêà îïðåäåëÿìå ñàíäâè÷-îêðúæíîñò Cr,oj,p (ñúîòâåòíî Cl,oj,p), îð-





îò Φj,p, ìèíàâàùà ïðåç òî÷êàòà P2j+2 (ñúîòâåòíî P2j−2). Ïî òîçè





Crj,p : j å ÷åòíî è (2j − 1)g ≤ p ≤ (2j + 1)g − 2rA,
Cr,cj,p : j å íå÷åòíî è (2j − 1)g − 2rA ≤ p ≤ (2j + 1)g.
CrB(p) =
{
Cr,cj,p : j å ÷åòíî è (2j − 1)g − 2rA ≤ p ≤ (2j + 1)g,
Crj,p : j å íå÷åòíî è (2j − 1)g ≤ p ≤ (2j + 1)g − 2rA.
ClA(p) =
{
Clj,p : j å ÷åòíî è (2j − 1)g + 2rA ≤ p ≤ (2j + 1)g,
Cl,cj,p : j å íå÷åòíî è (2j − 1)g ≤ p ≤ (2j + 1)g + 2rA.
ClB(p) =
{
Cl,cj,p : j å ÷åòíî è (2j − 1)g ≤ p ≤ (2j + 1)g + 2rA,
Clj,p : j å íå÷åòíî è (2j − 1)g + 2rA ≤ p ≤ (2j + 1)g.
CrO(p) = Cr,oj,p : (2j − 1)g − rA ≤ p ≤ (2j + 1)g − rA.
ClO(p) = Cl,oj,p : (2j − 1)g + rA ≤ p ≤ (2j + 1)g + rA.
Òåîðåìà 2.2.1. ([37℄) Îêðúæíîñòèòå CrA(p), ClA(p), CrB(p),
ClB(p), CrO(p) è ClO(p) ñà àðõèìåäîâè îêðúæíîñòè çà âñÿêî ðåàë-
íî p. Òå ñå èçìåíÿò íåïðåêúñíàòî, êîãàòî p ïðîáÿãâà ðåàëíàòà
îñ.
Îòíîâî ðàçãëåæäàìå êîîðäèíàòíà ñèñòåìà, ñúîòâåòíà íà
êîàêñèàëíàòà ñèñòåìà Φc. Çà ðåàëíîòî ÷èñëî m îçíà÷àâàìå:
ñ α(m) îêðúæíîñòòà îò Φc, ìèíàâàùà ïðåç òî÷êàòà (2ma, 0);
ñ β(m) îêðúæíîñòòà îò Φc, ìèíàâàùà ïðåç (2mb, 0). Íåêà
α(m) < β(n) è íåêà C(m,n) å ñàíäâè÷-îêðúæíîñò â α(m) è
β(n), âïèñàíà â γ. Íåêà P (m) å âúíøíèÿò (ñúîòâåòíî âúòðåø-
íèÿò) öåíòúð íà õîìîòåòèÿ íà îêðúæíîñòèòå γ è α(m), êîãàòî
m > 0 (ñúîòâåòíî m < 0), è íåêà Q(m) å âúíøíèÿò (ñúîòâåòíî
âúòðåøíèÿò) öåíòúð íà õîìîòåòèÿ íà îêðúæíîñòèòå γ è β(n),
êîãàòî n > 0 (ñúîòâåòíî n < 0).
Òåîðåìà 2.2.3. ([11℄) Ñëåäíèòå òðè óñëîâèÿ ñà åêâèâàëåí-
òíè:
(1) C(m,n) å àðõèìåäîâà îêðúæíîñò.
(2) 1/m+ 1/n = 1.
(3) P (m) ñúâïàäà ñ Q(n).
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Òîâà å îáîáùåíèå íà òåîðåìàòà íà Øîõ ([2℄), êîÿòî ñå ïîëó-
÷àâà ïðè m = n = 2.
Íåêà ãîðíîòî óñëîâèå ñå óäîâëåòâîðÿâà è n > 0. Îçíà÷àâà-
ìå ñ Ls ïåðïåíäèêóëÿðíàòà ïðàâà íà àáñöèñíàòà îñ, ìèíàâàùà
ïðåç öåíòúðà íà C(m,n) è ñ Lw ïåðïåíäèêóëÿðíàòà ïðàâà íà
àáñöèñíàòà îñ, ìèíàâàùà ïðåç ïðåñå÷íà òî÷êà íà γ è α(m).
Òåîðåìà 2.2.6. ([11℄) Íåêà Q å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò ïðà-
âàòà Lw è WQ å îêðúæíîñò ñ öåíòúð âúðõó ïðàâàòà Ls è äî-
ïèðàùà ñå äî äâåòå äîïèðàòåëíè ïðàâè êúì îêðúæíîñòòà β,
ïðåêàðàíè ïðåç òî÷êàòà Q. Òîãàâà WQ å àðõèìåäîâà îêðúæ-
íîñò.
Îêðúæíîñòòà WQ îáîáùàâà îêðúæíîñòòà íà Âó([2℄), êîÿòî




Êîãàòî òî÷êàòà Q å îò îêðúæíîñòòà α, îêðúæíîñòòà WQ
ìèíàâà ïðåç íà÷àëîòî. Òåçè îêðúæíîñòè ñà îò áåçêðàéíîòî ñå-
ìåéñòâî àðõèìåäîâè îêðúæíîñòè, îïèñàíî â ñëåäíàòà
Òåîðåìà 2.2.9. ([16℄) Íåêà C å îêðúæíîñò, ìèíàâàùà ïðåç
íà÷àëîòî O, êîÿòî íå ñå äîïèðà âúòðåøíî äî β. Òÿ å àðõèìåäî-
âà îêðúæíîñò òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî îáùèòå âúíøíè
äîïèðàòåëíè íà C è β ñå ïðåñè÷àò â òî÷êà îò α, ðàçëè÷íà îò
íà÷àëîòî.
Íåêà Oα è Oβ ñà öåíòðîâåòå íà îêðúæíîñòèòå α è β.
Ñëåäñòâèå 2.2.3. ([16℄) Íåêà C å àðõèìåäîâà îêðúæíîñò
ñ äèàìåòúð OT è íåêà Tα (ñúîòâåòíî Tβ) å ïðåñå÷íàòà òî÷êà








OβTβ ñà óñïîðåäíè è åäíîïîñî÷íè.
(ii) Òî÷êàòà T ðàçäåëÿ âúòðåøíî îòñå÷êàòà TαTβ â îòíîøå-
íèå a : b.
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Òåîðåìà 2.2.9 îáîáùàâà òåîðåìàòà íà Áàíêîâ çà òðåòàòà îê-
ðúæíîñò ([1℄)  òÿ ñå ïîëó÷àâà, êîãàòî Tα å íàé-âèñîêàòà òî÷êà
îò α.
Íåêà I å ïðåñå÷íà òî÷êà íà γ è îðäèíàòíàòà îñ, δ å îêðúæ-
íîñò, ðàçïîëîæåíà âúòðå â γ è äîïèðàùà ÿ â I; íåêà k å îòíîøå-
íèåòî íà ðàäèóñà íà δ êúì òîçè íà γ. Íåêà îùå La (ñúîòâåòíî
Lb) å äîïèðàòåëíà ïðàâà êúì δ, ïåðïåíäèêóëÿðíà íà àáñöèñíà-
òà îñ è ïðåñè÷àùà îêðúæíîñòòà α (ñúîòâåòíî β). Îçíà÷àâàìå ñ
Q1 (ñúîòâåòíî Q2) ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà La è α (ñúîòâåòíî Lb è
β) â îáëàñòòà y > 0. Íåêà C1 è C2 ñà îêðúæíîñòèòå, äîïèðàùè
ñå âúòðåøíî äî γ è äîïèðàùè ñå äî ïðàâàòà EQ1 â Q1. Íåêà C3
è C4 ñà îêðúæíîñòèòå, äîïèðàùè ñå âúòðåøíî äî γ è äîïèðàùè
ñå äî ïðàâàòà EQ2 â Q2. Íåêà D1 (ñúîòâåòíî D2)) å îêðúæíîñò-
òà, äîïèðàùà ñå âúòðåøíî äî γ è âúíøíî äî α (ñúîòâåòíî β) è
äîïèðàùà ñå äî La (ñúîòâåòíî Lb) â ïðîòèâîïîëîæíàòà ñòðàíà
ñïðÿìî íà÷àëîòî O.
Òåîðåìà 2.2.10. ([15℄) àäèóñúò íà Cj(1 ≤ j ≤ 4)
å 2(1− k)rA. àäèóñúò íà Dj(j = 1, 2) å (1− k)rA.
Òåîðåìà 2.2.11. Íåêà D å òî÷êà îò îêðúæíîñòòà γ, ρ
å îêðúæíîñò ñ äèàìåòúð OD, P å öåíòúðúò íà ρ è R1R2 å
ïåðïåíäèêóëÿðíèÿò íà EP äèàìåòúð íà ρ. Òîãàâà îêðúæíîñ-
òèòå, äîïèðàùè ñå äî ïðàâàòà ER1 â òî÷êàòà R1 è äîïèðàùè
ñå âúòðåøíî äî γ, ñà àðõèìåäîâè îêðúæíîñòè; îêðúæíîñòè-
òå, äîïèðàùè ñå äî ïðàâàòà ER2 â òî÷êàòà R2 è äîïèðàùè ñå
âúòðåøíî äî γ, ñà àðõèìåäîâè îêðúæíîñòè.
Òåçè òåîðåìè îáîáùàâàò îêðúæíîñòòà íà Ïîâåð([33℄), êîÿòî
ñå ïîëó÷àâà â òåîðåìà 2.1.10 ïðè k = 1/2 è â òåîðåìà 2.1.11,
êîãàòî ïðàâàòà ED å ïåðïåíäèêóëÿðíà íà àáñöèñíàòà îñ.
Ñåãà ùå ðàçãëåäàìå íàêëîíåí àðáåëîñ è ñâîéñòâîòî íà
îêðúæíîñòè-áëèçíàöè. Êîíèãóðàöèÿòà îò òðè îêðúæíîñòè α,
β è γ íàðè÷àìå íàêëîíåí àðáåëîñ, àêî α è β ñå äîïèðàò âúíøíî
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è γ ñå äîïèðà äî âñÿêà îò òÿõ â òî÷êà, ðàçëè÷íà îò äîïèðíàòà
òî÷êà íà α è β. Ùå ðàçãëåæäàìå è ñëó÷àÿ, êîãàòî γ å ïðàâà.
Íåêà S è T ñà ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà γ ñ îðäèíàòíàòà îñ, çà ÷èèòî
îðäèíàòè 1/s è 1/t å â ñèëà t < s. Çàòâîðåíàòà èãóðà, îãðà-
íè÷åíà îò α, β è γ, ñúäúðæàùà S (ñúîòâåòíî T ), ùå íàðè÷àìå
A∗-îáëàñò (ñúîòâåòíî A∗-îáëàñò.)
Ôèã. 2 A∗-îáëàñò â íàêëîíåí àðáåëîñ
Äåèíèðàìå ÷åòèðèòå âåðèãè îò äîïèðàòåëíè îêðúæíîñòè
{· · · , α+−2, α+−1, α+0 , α+1 , α+2 , · · · } {· · · , α−−2, α−−1, α−0 , α−1 , α−2 , · · · }
{· · · , β+−2, β+−1, β+0 , β+1 , β+2 , · · · } {· · · , β−−2, β−−1, β−0 , β−1 , β−2 , · · · }
ïî ñëåäíèÿ íà÷èí.
Îçíà÷àâàìå ñ α+0 îêðúæíîñòòà, ëåæàùà â A
∗
-îáëàñòòà è äî-
ïèðàùà ñå äî α, γ è îðäèíàòíàòà îñ. Èìà äâå îêðúæíîñòè, äîïè-
ðàùè ñå äî α, α+0 è îðäèíàòíàòà îñ: åäíàòà ëåæè â A
∗
-îáëàñòòà,
äðóãàòà íå. Ïúðâàòà îçíà÷àâàìå ñ α+1 , âòîðàòà  ñ α
+
−1. Çà âñÿêî
åñòåñòâåíî n ≥ 2 îïðåäåëÿìå ðåêóðñèâíî α+n êàòî îêðúæíîñòòà,
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ðàçëè÷íà îò α+n−2 è äîïèðàùà ñå äî α, α
+
n−1 è îðäèíàòíàòà îñ;
ñúùî òàêà α+−n å îêðúæíîñòòà, ðàçëè÷íà îò α
+
−(n−2) è äîïèðàùà
ñå äî α, α+
−(n−1) è îðäèíàòíàòà îñ. Îêðúæíîñòèòå α
−
n (n ∈ Z) è
β±n (n ∈ Z) ñå îïðåäåëÿò àíàëîãè÷íî.
Çà ðåàëíîòî ÷èñ-
ëî z, ñ Vz îòáåëÿçâà-
ìå òî÷êàòà (0, 2
√
ab/z),








































Ôèã. 3 Âåðèãè äîïèðàùè ñå
îêðúæíîñòè
Òåîðåìà 2.3.2 ([12℄) (i) Îêðúæíîñòèòå α+n è β
+
n ñà åäíàê-
âè òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî γ ìèíàâà ïðåç òî÷êèòå Vn±1
èëè W++n±1.
(ii) Îêðúæíîñòèòå α−−n è β
−
−n ñà åäíàêâè òîãàâà è ñàìî òîãà-
âà, êîãàòî γ ìèíàâà ïðåç òî÷êèòå Vn±1 èëè W
−−
n±1.
(iii) Îêðúæíîñòèòå α+−n è β
−
n ñà åäíàêâè òîãàâà è ñàìî òîãà-
âà, êîãàòî γ ìèíàâà ïðåç òî÷êèòå Vn±1 èëè W
+−
n±1.
(iv) Îêðúæíîñòèòå α−n è β
+
−n ñà åäíàêâè òîãàâà è ñàìî òîãà-
âà, êîãàòî γ ìèíàâà ïðåç òî÷êèòå Vn±1 èëè W
−+
n±1.
Çà ðåàëíîòî ÷èñëî n ñ (Vn±1) îçíà÷àâàìå íàêëîíåíèÿ àð-
áåëîñ, îáðàçóâàí îò α, β è γ, êîãàòî γ ìèíàâà ïðåç òî÷êèòå








n±1). Ñåãà ùå èçïîëçâàìå îçíà÷åíèåòî α
±
n,m
âìåñòî α±m, êîãàòî ñòàâà âúïðîñ çà íàêëîíåíèÿ àðáåëîñ (Vn±1);
ñúùî òàêà ðîëÿòà íà α±m ñå ïîåìà îò
±±α±n,m, ñúîòâåòíî çà íàêëî-




Òåîðåìà 2.3.4 ([12℄) Çà âñåêè äâå åñòåñòâåíè ÷èñëà n
è m, îêðúæíîñòèòå âúâ âñÿêà îò èçáðîåíèòå äâîéêè ñà
åäíàêâè.
{α+n,m, β+m,n}, {α−n,−m, β−m,−n}, {++α+n,m, ++β+m,n},
{−−α−n,−m, −−β−m,−n}, {+−α+n,−m, +−β−m,n}, {−+α−n,m, −+β+m,−n},
{−−α−n,m, ++β+m,−n}, {++α+m,−n, −−β−n,m}, {+−α+n,m, −+β+m,n},
{−+α−m,−n, +−β−n,−m}.
Äàäåí å îáè÷àéíèÿò àðáåëîñ (V0±1). Îçíà÷àâàìå ñ Cβ âïè-
ñàíàòà îêðúæíîñò â êðèâîëèíåéíèÿ òðèúãúëíèê, îáðàçóâàí îò
γ0, β
+
0 è îðäèíàòíàòà îñ, êîéòî íå ñúäúðæà β; ñ δ
α
0,1  âïèñàíàòà
îêðúæíîñò â êðèâîëèíåéíèÿ òðèúãúëíèê, îáðàçóâàí îò γ0, γ1
è α, β. Îêðúæíîñòèòå Cα è δβ0,1 ñå îïðåäåëÿò àíàëîãè÷íî.
Òåîðåìà 2.3.6. ([12℄) Äâåòå îêðúæíîñòè δα0,1 è Cβ (ñúîò-
âåòíî δβ0,1 è Cα)) ñà åäíàêâè.
Íåêà A (ñúîòâåòíî B) å äîïèðíàòà òî÷êà íà α (ñúîòâåòíî
β) è γ0. Íåêà D å ïðåñå÷íà òî÷êà íà γ0 è îðäèíàòíàòà îñ.
Òåîðåìà 2.3.9. ([20℄,[21℄,[22℄) Íåêà J å òî÷êà îò ïðàâàòà
OD, ðàçëè÷íà îò íà÷àëîòî O. Îçíà÷àâàìå ñ 2d äúëæèíàòà íà
îòñå÷êàòà OJ . Íåêà E è F ñà òî÷êè ñúîòâåòíî îò ïðàâèòå
AJ è BJ , òàêèâà ÷å OEJF å óñïîðåäíèê. Íåêà αJ (ñúîòâåòíî
βJ) å îêðúæíîñò, äîïèðàùà ñå äî ïðàâàòà OJ â O è ìèíàâàùà
ïðåç E (ñúîòâåòíî F ); íåêà Cα (ñúîòâåòíî Cβ) âïèñàíàòà îê-
ðúæíîñò â êðèâîëèíåéíèÿ òðèúãúëíèê, îáðàçóâàí îò OJ , EJ
(ñúîòâåòíî FJ)) è αJ (ñúîòâåòíî βJ). Òîãàâà îêðúæíîñòèòå
Cα è Cβ ñà åäíàêâè; ðàäèóñúò íà âñÿêà îò òÿõ å(
(
√




Ñåãà ùå ñå ñïðåì íà ñëó÷àÿ, êîãàòî α è β ñå äîïèðàò âúò-
ðåøíî èëè åäíàòà îò òÿõ å ïðàâà ëèíèÿ.
Ïúðâî äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî α è β ñå äîïèðàò âúò-
ðåøíî. Îçíà÷àâàìå ñ O äîïèðíàòà òî÷êà, ñ A è B  äèàìåòðàë-
íî ïðîòèâîïîëîæíèòå òî÷êè íà O ñúîòâåòíî â α è β. Íåêà J å
òî÷êà îò îáùàòà äîïèðàòåëíà íà α è β, ðàçëè÷íà îò O. Íåêà
E, F , αJ , βJ , Cα è Cβ ñà êàêòî â Òåîðåìà 2.3.9.
Òåîðåìà 2.3.10. ([21℄,[22℄) Îêðúæíîñòèòå Cα è Cβ ñà åä-
íàêâè. àäèóñúò íà âñÿêà îò òÿõ å:(
(
√
a2 + d2 − d)(√b2 + d2 + d)− ab)2
ab(b− a) , êîãàòî α ëåæè â β;(
(
√
a2 + d2 + d)(
√
b2 + d2 − d)− ab)2
ab(a− b) , êîãàòî β ëåæè â α.
Ñåãà ðàçãëåæäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî β (ñúîòâåòíî α) å äîïè-
ðàòåëíà ïðàâà êúì îêðúæíîñòòà α (ñúîòâåòíî β) â òî÷êà O.
Êàêòî ïî-ãîðå èçáèðàìå òî÷êà A (ñúîòâåòíî B), íî â òîçè ñëó-
÷àé B (ñúîòâåòíî A) å òî÷êà â áåçêðàéíîñòòà. Íåêà J , E, F ,
αJ , βJ , Cα è Cβ ñà êàòî â Òåîðåìà 2.3.10, êúäåòî BJ (ñúîòâåòíî
AJ) å ïðàâà ïðåç J , óñïîðåäíà íà OA (ñúîòâåòíî OB).
Òåîðåìà 2.3.11. ([21℄,[22℄) Îêðúæíîñòèòå Cα è Cβ ñà åä-
íàêâè. àäèóñúò íà âñÿêà îò òÿõ å:
(
√
a2 + d2 − a− d)2/a, êîãàòî β å ïðàâà;
(
√
b2 + d2 − b− d)2/b, êîãàòî α å ïðàâà.
îðíèòå òðè òåîðåìè ñà ïîëó÷åíè îò òåîðåìàòà çà ñâîéñòâî-
òî íà îêðúæíîñòè-áëèçíàöè â òðèúãúëíèê.
Åäèí îò êîðåíèòå íà èçëîæåíàòà òåîðèÿ íà îáîáùåíèÿ àð-
áåëîñ å ÿïîíñêàòà òðàäèöèîííà ìàòåìàòèêà, íàðå÷åíà ½Âàñàí“.
Íÿêîè îò çàäà÷èòå, èçïîëçâàíè â ëåêöèèòå, ñà çàäà÷è îò Âà-
ñàí. Ñåãà ùå î÷åðòàåì êîíòóðèòå íà Âàñàí è âðúçêàòà ìåæäó
òåîðèÿòà è çàäà÷èòå îò Âàñàí.
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Âàñàí ñå ïîÿâÿâà â êðàÿ íà ÕVI âåê. Â ïúðâèÿ ïåðèîä Âàñàí
ñå ðàçâèâà ÷ðåç ñèñòåìà, íàðå÷åíà idai-keish	o. Ïðè òàçè ñèñòå-
ìà íÿêîé ïðåäëàãà ìàòåìàòè÷åñêè çàäà÷è, íàðå÷åíè idai, äðóã
íÿêîé ãè ðåøàâà è ïðåäëàãà äðóãè idai è ò.í. Ñèñòåìàòà ñòàâà
òîëêîâà ïîïóëÿðíà, ÷å ìíîãî õîðà îò âñè÷êè ñîöèàëíè ñëîåâå ñå
ìîòèâèðàò äà èçó÷àâàò ìàòåìàòèêà è ïî-ñïåöèàëíî äà ðåøàâàò
è ñúñòàâÿò çàäà÷è.
Åäèí îò íàé-ãîëåìèòå ½Âàñàí“ ìàòåìàòèöè å Seki K	owa (èëè
Takakazu). Òîé èìà çíà÷èòåëåí ïðèíîñ â ðàçëè÷íè îáëàñòè íà
Âàñàí, íàïðèìåð Enzan-jutsu (ñèìâîëíà àëãåáðà), ïîêúñíî íà-
ðå÷åíà Tenzan-jutsu, Enri (èçñëåäâàíèÿ, ñâúðçàíè ñ îêðúæíîñ-
òè è ñåðè), ãåîìåòðèÿ è äð. Òîé âúâåæäà íîâà ñèñòåìà íà
îáîçíà÷åíèÿ, íàðå÷åíà b	osho-h	o â Enzan-jutsu è ñúçäàâà òàêà
íàðå÷åíèÿò Z	oyaku-jutsu çà ïðèáëèçèòåëíî ïðåñìÿòàíå íà pi ñ
òî÷íîñò äî äåñåòèÿ äåñåòè÷åí çíàê. Íàé-èçÿâåíèÿò ó÷åíèê íà
Seki å Takebe Katahiro, êîéòî èìà ãîëÿì ïðèíîñ â ðàçâèòèåòî íà
Âàñàí íàðàâíî ñúñ Seki. Òîé ñúçäàâà ìåòîä, íàðå÷åí Tetsujutsu,
çà äà èçðàçè äúëæèíàòà íà äúãà ñ áåçêðàåí ðåä. Èçðàçÿâàíå-
òî å ñúùîòî, êàêòî òîâà íà Ëåîíàðä Îéëåð, öèòèðàíî â ïèñìî
äî Éîõàí Áåðíóëè ïåòíàéñåò ãîäèíè ïî-êúñíî. Ïðåñìÿòà è pi ñ
òî÷íîñò äî ÷åòèðèäåñåòèÿ äåñåòè÷åí çíàê.
Ïîêðàé òåçè ãîëåìè ìàòåìàòèöè, ìíîãî äðóãè, êàòî Ajima
Naonobu è Wada Nei ñà ðàçâèâàëè ðàçëè÷íè îáëàñòè íà Âàñàí.
Íÿêîè îò ðåçóëòàòèòå, ïîëó÷åíè îò òÿõ, ïî ñúùåñòâî ñúâïà-
äàò ñ ðåçóëòàòèòå íà ìàòåìàòèöèòå îò îíîâà âðåìå â çàïàäíèÿ
ñâÿò. Èìà ñúùî è ìíîãî àìàòüîðè. Åäíà îò õàðàêòåðèñòèêèòå
íà Âàñàí å, ÷å ìíîãî àìàòüîðè îò ðàçëè÷íè ñîöèàëíè ñëîåâå
ñå çàíèìàâàò ñ Âàñàí îò ëþáîçíàòåëíîñò. Ïåðèîäúò äî êðàÿ íà
XIX âåê (êðàÿ íà ïåðèîäà Åäî) å ïåðèîä íà ðàçöâåò íà Âàñàí.
Ñ èäâàíåòî íà âëàñò íà Meiji ïðåç 1868 Âàñàí çàïàäà. Âìåñ-
òî Âàñàí íîâèòå óïðàâíèöè âúçïðèåìàò çàïàäíàòà ìàòåìàòèêà
â ñèñòåìàòà íà îáó÷åíèå. Â ïåðèîäà Åäî åñòåñòâåíèòå íàóêè
ïðîãðåñèðàò ñëàáî è Âàñàí ñå ðàçâèâà ñàìîöåëíî, êîåòî ãî ïðà-
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âè çàòâîðåí â ñåáå ñè. Çà íîâèòå óïðàâíèöè, êîèòî èñêàò äà îá-
íîâÿò ñòðàíàòà, îáîãàòÿâàéêè è çàñèëâàéêè ÿ, Âàñàí å òâúðäå
çàòâîðåíà ñèñòåìà çà èíäóñòðèàëíèòå íóæäè. Îñâåí òîâà Âà-
ñàí å ðàçâèâàí èíòóèòèâíî è áåç ëîãè÷åñêè îáîñíîâêè, äîêàòî
çàïàäíàòà ìàòåìàòèêà ïîëçâà äèàëåêòè÷åñêîòî íàñëåäñòâî íà
Äðåâíà Åëàäà. Âàñàí ìàòåìàòèöèòå íå ñå èíòåðåñóâàò îò îáîñ-
íîâàâàíå è äåìîíñòðèðàíå íà ðåçóëòàòèòå ñè ([10℄). Òîâà ìîæå
áè å åäíà îò ïðè÷èíèòå ðàçâèòèåòî íà Âàñàí äà å ïðåêúñíàòî
÷àê äî äíåøíî âðåìå.
Åäíà îò íàé-ïîïóëÿðíèòå îáëàñòè íà Âàñàí å ãåîìåòðèÿòà.
Êàêòî ïðîåñèîíàëíè ìàòåìàòèöè, òàêà è àìàòüîðè, ñå çàíè-
ìàâàò ñ ãåîìåòðèÿ è ïðîèçâåæäàò ìíîæåñòâî èíòåðåñíè ðåçóë-
òàòè. Åäíà îò ïðè÷èíèòå çà òàêàâà ïîïóëÿðíîñò ñà äúðâåíèòå
ïëî÷êè ñàíãàêó, íà êîèòî áèëà èçïèñâàíà ìàòåìàòè÷åñêà çàäà÷à
(íàé-âå÷å ãåîìåòðè÷íà), çàåäíî ñ ðåøåíèåòî ñè, è òàçè ïëî÷êà
áèëà ïîñâåùàâàíà íà áîãîâåòå â õðàì èëè ñâåòèëèùå. Äàæå îíå-
çè, êîèòî íÿìàëè ñðåäñòâà äà ïóáëèêóâàò ðåçóëòàòèòå ñè, ïîñ-
ðåäñòâîì ñàíãàêó ìîæåëè äà ïðåäñòàâÿò ñâîèòå ïîñòèæåíèÿ.
åîìåòðèÿòà áèëà èçó÷àâàíà îò ïîâå÷åòî õîðà çà çàáàâëåíèå,
íåæåëè çà îáðàçîâàíèå.
Âàñàí ãåîìåòðèÿòà èìà ñëåäíèòå õàðàêòåðíè ÷åðòè:
• îáåêòèòå íà èçñëåäâàíå ñà êîíêðåòíè è ïîçíàòè, ò.å. èãóðè
îò åâêëèäîâîòî äâóìåðíî è òðèìåðíî ïðîñòðàíñòâî;
• ïî÷òè âñè÷êè çàäà÷è ñå îòíàñÿò çà èçìåðâàíå, à ðåøàâàíåòî
èì å ñ àëãåáðè÷íè ñðåäñòâà (Tenzan-jutsu).
• èíòåðåñúò ñå ñâåæäàë äî ðåøàâàíå è ñúñòàâÿíå íà çàäà÷è.
Òåçè õàðàêòåðèñòèêè ïîçâîëÿâàò ìíîãî õîðà îò âñè÷êè ñî-
öèàëíè ñëîåâå äà èçó÷àâàò ãåîìåòðèÿ, íî îãðàíè÷àâàò ñèñòåìà-
òè÷íîòî ðàçâèòèå íà òåîðèÿòà. Âúïðåêè òîâà íÿêîè îò ðåçóë-
òàòèòå, êàòî íàïðèìåð òåçè îò ñëåäíèòå ïðèìåðè, ñà ñúùèòå,
ïîñòèãíàòè â çàïàäíàòà ìàòåìàòèêà.
Ïðèìåð 1.2.1. Àðõèìåäîâè îêðúæíîñòè-áëèçíàöè.
Ïîÿâÿâàò ñå â çàäà÷à ñàíãàêó. ([3℄, [9℄, [36℄).
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Ïðèìåð 1.2.2. Òåîðåìàòà íà Äåêàðò çà îêðúæíîñòè.
Ïîÿâÿâà ñå â Sh	uki sanp	o îò Arima è â äðóãè ïóáëèêàöèè
Ïðèìåð 1.2.3. Çàäà÷àòà íà Ìàëàòè.
Ïîÿâÿâà ñå â Nanzanshi sanen-jutsu îò Ajima.
Ïðèìåð 1.2.4. Âåðèãà íà Ùàéíåð.
Ïîÿâÿâà ñå â Ennai yo-ruien-jutsu è â Ennai yo-ruien-jutsu k	ohen
îò Ajima.
Ïðèìåð 1.2.5. Òåîðåìàòà íà Ïòîëåìåé.
Ïîÿâÿâà ñå â Sh	uki sanp	o îò Arima.
Ïðèìåð 1.2.6. Òåîðåìà íà Êàñåé.
Ïîÿâÿâà ñå â S	uri mujinz	o îò Ikeda.
Ïðèìåð 1.2.7. Òåîðåìà íà Ñîäè.
Ïîÿâÿâà ñå â Kokon sankan îò Uhida è â Sanp	o-enri shinshin îò
Sait	o.
Âñè÷êè ïðèìåðè, ñ èçêëþ÷åíèå íà Ïðèìåð 1.2.6, ñå ïîÿ-
âÿâàò êàòî çàäà÷è, â êîèòî ñå òúðñè êîíêðåòíà ñòîéíîñò, íàï-
ðèìåð äèàìåòúð, êàêòî è àëãîðèòúì çà íàìèðàíåòî íà òàçè
ñòîéíîñò â îáùèÿ ñëó÷àé. Òàêà ðåçóëòàòúò ïî ñúùåñòâî å åêâè-
âàëåíòåí íà ñúîòâåòíèÿ ðåçóëòàò îò çàïàäíàòà ìàòåìàòèêà, íî
òðåòèðàíåòî å ðàçëè÷íî.
Íÿêîè îò çàäà÷èòå íà Âàñàí ãåîìåòðèÿòà ñà òÿñíî ñâúðçàíè
ñ òåîðèÿòà íà îáîáùåíèÿ àðáåëîñ â êðàòíè ÷àñòè. Âúïðåêè ÷å
âñÿêà îò òÿõ å íåçàâèñèìà îò îñòàíàëèòå è ñå ðàçãëåæäà îòäåë-
íî, òóê çàäà÷èòå ñà ïðåäñòàâåíè ñèñòåìàòè÷íî îò ãëåäíà òî÷êà
íà îáîáùåíèÿ àðáåëîñ â êðàòíè ÷àñòè.
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Ïðèìåð 1.3.1. Îêðúæíîñòòà
α å íàé-ãîëÿìàòà âïèñàíà â ïî-
ëóêðúãà γ. Ïðåç öåíòúðà íà γ êúì
α ñà ïîñòðîåíè n − 1 äîïèðàòåë-
íè äúãè, êîèòî ðàçäåëÿò îáëàñò-
òà ìåæäó α, γ è äèàìåòúðà íà
γ íà êðèâîëèíåéíè òðèúãúëíèöè,
âïèñàíèòå îêðúæíîñòè íà êîèòî
ñà åäíàêâè. Äà ñå èçðàçè ðàäèóñúò
íà âïèñàíàòà îêðúæíîñò C ÷ðåç
ðàäèóñà íà γ.[3℄
Òîçè ïðèìåð ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè îò ãëåäíà òî÷êà íà îáè-
÷àåí àðáåëîñ â 2n-êðàòíè ÷àñòè.
Ïðèìåð 1.3.6. Ïåò îêðúæíîñ-
òè ñà îïàêîâàíè âúâ âúíøíàòà
îêðúæíîñò γ, êàêòî å ïîêàçàíî
íà ÷åðòåæà. Îêðúæíîñòèòå α è
β ñà åäíàêâè. Òðèòå îêðúæíîñòè
Cj (1 ≤ j ≤ 3) ñà åäíàêâè. Äà ñå
èçðàçè ðàäèóñúò íà Ci ÷ðåç ðàäèó-
ñà íà γ. [7℄
Ïðèìåð 1.3.9. Îñåì îêðúæ-
íîñòè ñà îïàêîâàíè âúâ âúíøíàòà
îêðúæíîñò γ, êàêòî å ïîêàçàíî
íà ÷åðòåæà. Îêðúæíîñòèòå α è
β ñà åäíàêâè. Øåñòòå îêðúæíîñ-
òè Cj (1 ≤ j ≤ 6) ñà åäíàêâè. Äà ñå
èçðàçè ðàäèóñúò íà γ ÷ðåç ðàäèóñà
íà Ci. [8℄
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Òeçè ïðèìåðè ìîãàò äà ñå ïðåäñòàâÿò îò ãëåäíà òî÷êà íà
îáîáùåí àðáåëîñ îò ïðåñåêàòåëåí òèï â 1-êðàòíà ÷àñò èëè â
2-êðàòíè ÷àñòè.
Ïðèìåð 1.3.11 Îêðúæíîñòòà γ å íàé-ãîëÿìàòà èç-
ìåæäó âïèñàíèòå â ëóíè÷êàòà, îãðàíè÷åíà îò îêðúæíîñòòà
δ1 è õîðäàòà PQ. Îêðúæíîñòòà δ2 ìèíàâà ïðåç òî÷êèòå P ,
Q è öåíòúðúò íà γ. Îêðúæíîñòèòå C1 è C3 ñà âïèñàíè
â êðèâîëèíåéíèòå òðèúãúëíè-
öè, îãðàíè÷åíè îò δ1, δ2 è γ.
Îêðúæíîñòèòå C2 è C4 ñà âïè-
ñàíè â êðèâîëèíåéíèòå òðèú-
ãúëíèöè, îãðàíè÷åíè îò δ2, õîð-
äàòà PQ è γ. Äà ñå ïîêàæå, ÷å
÷åòèðèòå îêðúæíîñòè C1, C2,
C3 è C4 ñà åäíàêâè. [38℄
Â òîçè ïðèìåð ñëåä èíâåðñèÿ
ñå ïîëó÷àâà îáîáùåí àðáåëîñ îò
ïðåñåêàòåëåí òèï.
Ïðèìåð 1.3.12 Äåâåò îêðúæ-
íîñòè ñà îïàêîâàíè âúâ âúíøíàòà
îêðúæíîñò γ, êàêòî å ïîêàçàíî
íà ÷åðòåæà. Îêðúæíîñòèòå α è
β ñà åäíàêâè, äâåòå îêðúæíîñòè
δ1 è δ2 ñà åäíàêâè è ÷åòèðèòå îê-
ðúæíîñòè Cj (1 ≤ j ≤ 4) ñà åä-
íàêâè. Äà ñå èçðàçè ðàäèóñúò íà
Ci ÷ðåç ðàäèóñà íà α. [34℄
Òîçè ïðèìåð ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè
îò ãëåäíà òî÷êà íà îáîáùåí àðáå-
ëîñ îò îòðèöàòåëåí òèï â 2-êðàòíè
÷àñòè.
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Ïðèìåð 1.3.15 Îñåì îêðúæ-
íîñòè ñà îïàêîâàíè âúâ âúíøíà-
òà îêðúæíîñò γ, êàêòî å ïîêàçà-
íî íà ÷åðòåæà. Îêðúæíîñòèòå
α1 è α2 ñà åäíàêâè. Îêðúæíîñòè-
òå β1 è β2 ñà åäíàêâè. ×åòèðèòå
îêðúæíîñòè Cj (1 ≤ j ≤ 4) ñà åä-
íàêâè. Äà ñå èçðàçè ðàäèóñúò íà
αj ÷ðåç ðàäèóñà íà γ. [34℄
Òîçè ïðèìåð ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè îò ãëåäíà òî÷êà íà îáîá-
ùåí àðáåëîñ îò îòðèöàòåëåí òèï â 2-êðàòíè ÷àñòè, à ñúùî îò
ãëåäíà òî÷êà íà îáè÷àåí àðáåëîñ â 1-êðàòíà ÷àñò.
Ïðèìåð 1.3.19 Äâåòå îêðúæ-
íîñòè α è β ñå äîïèðàò âúíøíî è
âñÿêà îò òÿõ ñå äîïèðà âúòðåø-
íî äî îêðúæíîñòòà γ. Îêðúæ-
íîñòèòå δ1 è δ2 ñà íàé-ãîëåìèòå,
âïèñàíè â äâåòå ëóíè÷êè ñ êîíòóð
γ è îáùà äîïèðàòåëíà íà α and β.
Äà ñå èçðàçè ðàäèóñúò íà β ÷ðåç
ðàäèóñèòå íà α, δ1 è δ2. [35℄
Òîçè ïðèìåð ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè îò ãëåäíà òî÷êà íà íàê-
ëîíåí àðáåëîñ.
ÀÂÒÎÑÊÈ ÏÈÍÎÑ
1. Ïîíÿòèÿòà àðáåëîñ è àðõèìåäîâè îêðúæíîñòè-áëèçíàöè
ñà îáîáùåíè â îáîáùåí àðáåëîñ è àðõèìåäîâè îêðúæíîñ-
òè â n-êðàòíè ÷àñòè îò ãëåäíà òî÷êà íà íîâîâúâåäåíîòî
ïîíÿòèå ½êîàêñèàëíà ñèñòåìà ñ èêñèðàíà òî÷êà“.
2. Îïðåäåëåíî å óñëîâèå åäèí îáîáùåí àðáåëîñ äà å â n-
êðàòíè ÷àñòè ñ íîâîâúâåäåíàòà õàðàêòåðèñòèêà µ; èç-
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÷èñëåíè ñà ðàäèóñèòå íà àðõèìåäîâèòå îêðúæíîñòè â n-
êðàòíè ÷àñòè ÷ðåç ðàäèóñà íà ½ðàäèêàëíà îêðúæíîñò“,
êîåòî å íîâîâúâåäåíî ïîíÿòèå.
3. Íÿêîè çàäà÷è ñàíãàêó, îòíàñÿùè ñà äî îêðúæíîñòè, ñà
ïðåðàçãëåäàíè îò ãëåäíà òî÷êà íà îáîáùåíèÿ àðáåëîñ;
ïðåäñòàâåíè ñà íîâè ðåøåíèÿ â ðàìêèòå íà ñèñòåìàòè÷-
íèÿ ìåòîä, ïðèëîæåí â òåîðèÿòà íà îáîáùåíèÿ àðáåëîñ.
4. Îòêðèòè ñà íîâè àðõèìåäîâè îêðúæíîñòè è íîâè ñåìåéñ-
òâà àðõèìåäîâè îêðúæíîñòè êàòî ïðèëîæåíèå íà ðàçðà-
áîòåíàòà òåîðèÿ; òå ñà èçïîëçâàíè â îáó÷åíèåòî ïî ãåî-
ìåòðèÿ è ïðîãðàìèðàíå.
5. Ñúçäàäåíà å íîâà îáðàçîâàòåëíà ñðåäà çà ãåîìåòðè÷íè-
òå ïîíÿòèÿ ½èíâåðñèÿ“ è ½êîàêñèàëíà ñèñòåìà“, â êîÿòî
îðìèðàíåòî íà íîâè àáñòðàêòíè çíàíèÿ ïðåäõîæäà êîí-
êðåòíî ïîçíàíèå.
6. Èíñòðóìåíòàðèóì îò äâà öèêúëà ëåêöèè çà ðàçâèâàùî
îáó÷åíèå å ñúçäàäåí íà îñíîâàòà íà àâòîðñêîòî îáîáùå-
íî ðàçãëåæäàíå íà àðáåëîñà ÷ðåç ãåîìåòðè÷íèòå ïîíÿòèÿ
½èíâåðñèÿ“ è ½êîàêñèàëíà ñèñòåìà“.
7. Èçðàáîòåíî å ó÷åáíî ñúäúðæàíèå, âêëþ÷âàùî ïðåäëîæå-
íèÿ è çàäà÷è çà îáîáùåí àðáåëîñ, ïðåäíàçíà÷åíî çà îáó-
÷åíèå ïî ïðîãðàìèðàíå íà Java ïîñðåäñòâîì ñúçäàâàíå íà
àíèìàöèè, êîåòî ïîäïîìàãà èçó÷àâàíåòî íà ãåîìåòðèÿòà
îò ñòóäåíòè â íåìàòåìàòè÷åñêè ñïåöèàëíîñòè.
îðíèòå ïðèíîñè ñà ñàìîñòîÿòåëíî ïîñòèãíàòè îò àâòîðà.
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